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Einleitung

Der Satz von Hartman und Grobman spielt eine wichtige Rolle in der Theo-
rie dynamischer Systeme. Er geht auf Philip Hartman (1960) und David M.
Grobman (1959) zuriick. Fiir ihre Artikel verweisen wir auf [Harl], [Har2]
und [Gro].

Wir werden uns in dieser Arbeit mit zwei Versionen des Satzes beschifti-
gen. Zum einen mit einer Version iiber Diffeomorphismen. Sie findet Anwen-
dung bei der Analyse diskreter dynamischer Systeme der Form

Tnt1 = f(xn) Vn € Z,

mit einem Diffeomorphismus f : U — U auf einer offenen Menge U C R™.
Der Satz beschreibt nun das Verhalten eines Diffeomorphismus in der Ndhe
eines hyperbolischen Fixpunktes. Ein Fixpunkt p eines Diffeomorphismus f
heilt hyperbolisch, wenn das Differential von f im Punkt p keinen Eigenwert
mit Betrag 1 besitzt.

Hartman und Grobman haben gezeigt, dass es fiir jeden hyperbolischen Fix-
punkt p eines Diffeomorphismus f einen Homdomorphismus A gibt, der von
einer Umgebung des Punktes p in eine Nullumgebung abbildet und

hof=Dfpoh

erfiillt. Gibt es einen solchen Homéomorphismus, so heilen f und D f, lokal
topologisch konjugiert.

Anschaulich bedeutet das, dass sich ein Diffeomorphismus in der Umgebung
eines hyperbolischen Fixpunktes qualitativ gleich verhélt wie seine Lineari-
sierung in der Umgebung des Ursprungs.

Zum anderen werden wir uns mit einer Version des Satzes iiber Vektor-
felder beschiéftigen. Sie handelt von kontinuierlichen dynamischen Systeme
der Form

& = u(a),

mit einem C'-Vektorfeld u : V' — R™ auf einer offenen Menge V' C R™. Hier
beschreibt der Satz die Struktur der Orbits eines Vektorfeldes in der Nédhe
einer hyperbolischen Singularitiit. Eine Singularitiit p eines C''-Vektorfeldes



X heifit hyperbolisch, wenn das Differential von X im Punkt p keinen Eigen-
wert mit Realteil 0 besitzt.

Hartman und Grobman haben nun gezeigt, dass es fiir jede hyperbolische
Singularitit p eines C'-Vektorfeldes X einen Hombomorphismus h gibt, der
auf einer Umgebung von p Orbits von X auf Orbits von DX, abbildet und
dabei ihre Orientierung erhélt. Gibt es einen solchen Homéomorphismus, so
heilen X und DX, lokal topologisch dquivalent.

Anschaulich bedeutet das, dass die Orbits eines Vektorfeldes in der Umge-
bung einer hyperbolischen Singularitdt die gleiche Struktur haben wie die
Orbits seiner Linearisierung in der Umgebung des Ursprungs.

Damit ergénzt der Satz von Hartman und Grobman das Tubular Flow Theo-
rem (zu finden in Kapitel 2, §1 von [Pal]), das die Struktur der Orbits in der
Umgebung eines reguléiren Punktes eines Vektorfeldes beschreibt.

Dariiber hinaus werden wir den Satz von Hartman und Grobman bei
der Analyse der Stromung einer idealen Fliissigkeit anwenden. Wir nehmen
an, dass der Druck und die Temperatur der Fliissigkeit konstant sind, dass
weder Reibung noch Oberflichenspannung auftritt und dass keine dufleren
Krifte auf die Fliissigkeit wirken. Das Stromungsfeld v : R x R? — R3,
(t,z) — wv(t,z) einer solchen idealen Fliissigkeit, das die Geschwindigkeit
der Fliissigkeit in jedem Punkt z und zu jeder Zeit ¢ festlegt, ist mit einem
geeigneten Druckfeld p € C*(R x R?,R) und einer Dichte p > 0 eine Losung
der Fuler-Gleichungen

ov 1

sowie der Kontinuitdtsgleichung
V.v=0.

Wir werden eine spezielle 2-dimensionale stationére Strémung untersuchen.
Stationdr bedeutet, dass das Stromungsfeld v der Stromung keiner zeitlichen
Anderung unterliegt. Die Stromlinien der Stromung sind die Bahnkurven der
einzelnen Teilchen der Fliissigkeit. Wir erhalten sie als Orbits des autonomen
Systems

i = v(a),

mit dem auf einer offenen Menge U C R? definierten Stromungsfeld v :
U — R2. Multiplizieren wir v mit einem geeigneten integrierenden Faktor
m : U — (0,00), so erhalten wir ein hamiltonsches System

& =m(x)v(x).

Die Multiplikation mit einer positiven Funktion entspricht lokal einer Ska-
lierung des Stromungsfeldes. Sowohl Form als auch Orientierung der Orbits



bleiben dabei im Vergleich zum urspriinglichen System unveréndert. Das ha-
miltonsche System besitzt nun eine Hamilton-Funktion, die entlang von Or-
bits konstant ist. Das bedeutet, dass wir die Orbits des Stromungsfeldes, al-
so die Stromlinien der Stromung, als Niveaumengen der Hamilton-Funktion
darstellen kénnen.

Die Singularititen (Gleichgewichte) des Stromungsfeldes sind gerade die Sta-
gnationspunkte der Stromung. Wir werden sehen, dass sie in unserem spezi-
ellen Fall hyperbolisch sind, so dass wir den Satz von Hartman und Grobman
auf sie anwenden kénnen.

Die Arbeit gliedert sich im Weiteren wie folgt:

In Kapitel 1 beweisen wir die Version des Satzes von Hartman und Grob-
man iiber Diffeomorphismen. Dabei gehen wir wie in Kapitel 2, §4 von [Pal]
vor. Im Beweis des Satzes wird uns der Banach’sche Fixpunktsatz den ge-
suchten Homdomorphismus liefern, der f und Df, lokal topologisch konju-
giert.

In Kapitel 2 beweisen wir die Version des Satzes von Hartman und Grob-
man iiber Vektorfelder. Dabei gehen wir weiter wie in Kapitel 2, §4 von [Pal]
vor. Im Beweis des Satzes gehen wir zunéchst zu einem auf ganz R™ defi-
nierten Vektorfeld Y iiber, das auf einer Nullumgebung mit X identisch
ist. Dann wenden wir die Erkenntnisse aus Kapitel 1 an, um den gesuchten
Homdomorphismus zu erhalten, der auf dieser Nullumgebung Orbits von Y
auf Orbits von DX, abbildet.

In Kapitel 3 wenden wir dann den Satz von Hartman und Grobman bei
der Analyse der Stromung einer idealen Fliissigkeit an. Wir zeigen zunéchst,
dass das Stromungsfeld dieser speziellen Stromung zusammen mit einem
geeignet gewihlten Druckfeld und einer konstanten Dichte eine Losung der
FEuler-Gleichungen sowie der Kontinuitétsgleichung ist. Dann ermitteln wir
mit Hilfe der oben erwdhnten Hamilton-Funktion ein Stromlinienbild der
Stromung. Schliefilich demonstrieren wir, welche Erkenntnisse wir mit Hilfe
des Satzes von Hartman und Grobman iiber das Verhalten der Strémung in
der N#he ihrer Stagnationspunkte gewinnen kénnen.



Kapitel 1

Der Satz von Hartman und
Grobman tiiber
Diffeomorphismen

Wir werden den Satz fiir C"-Diffeomorphismen auf einer differenzierbaren
Untermannigfaltigkeit des R™ formulieren. Seien M und N im Folgenden
m-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeiten des R"™.

Definition 1.1. Eine Abbildung f : M — N heifit C"-Diffeomorphismus,
falls f bijektiv ist und sowohl f als auch f~! C"-Abbildungen mit » > 1
sind. Die Menge aller C"-Diffeomorphismen, die von M nach N abbilden,
bezeichnen wir mit Diff" (M, N). Sind M und N identisch, so schreiben wir
kurz Diff"(M).

Die wesentliche Voraussetzung fiir den Satz ist, dass der betrachtete
Fixpunkt hyperbolisch ist.

Definition 1.2. Ein Isomorphismus A € GL(R™) bzw. A € GL(T,M) mit
p € M heifit hyperbolisch, wenn das Spektrum von A und der Einheitskreis
S c C disjunkt sind, d.h. wenn A keinen Eigenwert mit Betrag 1 besitzt.
Sei p € M ein Fixpunkt von f € Diff" (M), d. h. f(p) = p. p heiit hyperbo-
lisch, wenn D f,, hyperbolisch ist, wobei D f,, das Differential von f im Punkt
p bezeichnet.

Nun definieren wir, was wir darunter verstehen wollen, dass sich zwei
Diffeomorphismen qualitativ gleich verhalten. Dazu fithren wir den Begriff
der Konjugation ein.

Definition 1.3. Seien f € Diff"(M) und g € Diff" (V). f und g heilen
(topologisch) konjugiert, wenn es einen Homéomorphismus h : M — N gibt,
so dass gilt:

hof=goh auf M.



Seien auflerdem p € M und ¢ € N. f und g heien lokal (topologisch)
konjugiert in p und ¢, wenn es Umgebungen V C M von p und U C N von
q sowie einen Hom6omorphismus h : U — V gibt, so dass gilt:

hof=goh auf U.
Damit kénnen wir die Diffeomorphismen-Version des Satzes formulieren.

Satz 1.4 (von Hartman und Grobman iiber Diffeomorphismen). Seip € M
ein hyperbolischer Fizpunkt von f € Diff"(M). Dann ist f lokal konjugiert
zu Dfy, in p und 0.

Beweis. Zunédchst begriinden wir, warum wir ohne Einschrdnkung an-
nehmen koénnen, dass f € Diff" (U, V) ist, wobei U und V offene Teilmenge
des R™ sind, und dass 0 hyperbolischer Fixpunkt von f ist. Dazu betrachten
wir eine lokale Parametrisierung um p,

zWCR" =XCM

mit x(0) = p. Da f stetig ist, konnen wir eine Umgebung ¥ C X von p
wéhlen, so dass Z := f(Y) C X. Nun definieren wir

fi=alofou,

das von U := 2~ (V) nach V := 27!(Z) abbildet. ) }
Falls h : V — h(V) C R™ ein Homéomorphismus ist, der f und Dfy =
(Dzo) ™! o D f, o Dy lokal konjugiert, dann ist h : Z — h(Z) C TM,,

h:=Dxgohox !

ein Homoomorphismus, der f und D f, lokal konjugiert, denn es gilt:

hf =Dfoh auf V
& ha='fx = (Dxo) 'Df,Dxoh auf V
& Dzohz ™' f = DprﬂI:ofo_1 auf Z
& hf =Dfph auf Z

Bevor wir mit dem Beweis fortfahren, benttigen wir eine Reihe von Lem-
mata, aus denen der Satz dann unmittelbar folgt.

Lemma 1.5. Sei E ein Banachraum, L € Z(E) mit |L|| < 1 und G €
Z(FE) ein Isomorphismus mit HG_lH < 1. Dann gilt:

(1) id + L ist ein Isomorphismus und

1
1L’

Ja+ 1)) <



(2) id + G ist ein Isomorphismus und

- _ ]
H(1d+G) 1” < m

Beweis. (1) Seiy € Eund u : E — E definiert durch u(z) =y — Lz.
Wegen ||L|| < 1 gilt fiir alle z1, 22 € E:
[u(z1) = u(a2)l| = [ L(z2 = z1)]| < [le1 — 22|

u ist also eine Kontraktion. Nach dem Banach’schen Fixpunktsatz hat u
genau einen Fixpunkt x € E. Fiir diesen Fixpunkt gilt z = u(z) =y — L.
Daraus folgt, dass es genau ein x € F gibt mit

(id+L)z=x+ Lx=y.
id + L ist also bijektiv. Aulerdem gilt
Izl = lly — Lz < [lyll + LI l|=|

N (=1L [l < llyll

[yl

& 1Gd + L) 'y|| = ||=|| < ]

Da y beliebig war, folgt daraus

. _ 1
Ja+2)) <
(2) G ist nach Voraussetzung invertierbar. Damit gilt
id+G=G(id+G™").
Wegen ||G71|| < 1 ist id + G~! nach (1) ebenfalls invertierbar, und es gilt
(d+G)'=(d+a g

Mit (1) folgt daraus

—1
(a+6) 7 o) < A9 =

id+G) 7 < —
H(l ) H > — G|

Definition 1.6. Bezeichne CP (R™) den Banachraum der stetigen, beschrink-
ten Abbildungen von R™ nach R™, versehen mit der Supremumsnorm.

Lemma 1.7. Sei A € GL(R™) ein hyperbolischer Isomorphismus. Dann
gibt es ein € > 0, so dass fir alle p1,p2 € C’Z?(Rm) gilt: Falls o1 und g
Lipschitz-stetig sind, und thre Lipschitz-Konstanten kleiner oder gleich e
sind, dann sind A 4+ ¢1 und A + @2 zueinander konjugiert.



Beweis. Wir zeigen, dass es einen Homoéomorphismus A : R™ — R™ der
Form h = id + v mit u € CP(R™) gibt, der h(A + ¢1) = (A + p2)h erfiillt.
Diese Bedingung ldsst sich umformen zu

(id 4+ u)(A+ ¢1) = (A + p2)(id 4 u)
< A+ o1+ u(A+¢1) = A+ Au+ pa(id 4+ u)
& Au—u(A+ ¢1) = p1 — p2(id + u). (1.1)

Wir zeigen, dass B(v) = Av — v(A + ¢1) ein Homdomorphismus ist. Dann
zeigen wir, dass u(v) = B~} (gol — po(id + v)) fiir geniigend kleines € eine
Kontraktion mit dem eindeutigen Fixpunkt w ist. u erfiillt Bedingung (1.1),
denn

u=p(u) = B~ (o1 — p2(id + u))
& Au —u(A+ ¢1) = Bu = p1 — pa(id + u).

Zunichst zeigen wir, dass A + ¢ fiir € < HA*1H71 bijektiv ist.
Sei y € R™ und w : R™ — R™, w(z) = A~ (y — ¢1(x)). Dann gilt fiir alle
xr1,To € R™:

lw(z1) — w(z2)]| = ||A™ (p1(22) — p(a1)) |
< || A7 eller — w2l < [la1 — @2]l.

Nach dem Banach’schen Fixpunktsatz hat w genau einen Fixpunkt z € R™.
Fiir diesen Fixpunkt gilt z = w(z) = A~ (y — ¢1(2)). Daraus folgt, dass es
genau ein ¢ € R™ gibt mit

(A+p1)r = Az + p1(z) = y.

A+ ¢y ist also bijektiv.
Jetzt zeigen wir, dass B : Cp(R™) — CY(R™),

B(u) = Au — u(A + ¢1)
ein Homdomorphismus ist. Dazu definieren wir L : C(R™) — CP(R™),

L(u) = —A" u(A + 1),

sowie A : CP(R™) — CP(R™), A(u) = Au. Damit gilt
Bu = A(id + L)u.
L ist stetig, denn fiir alle u € CP(R™) gilt:
NZall < |47 (A + 91) oo = [[ A7 oo
& I < [la=



Damit ist auch B stetig:
IBI < [|A[| (lidll + 121) = A (1 +[|A7Y]) < oo

Nach Proposition 2.9 und Proposition 2.10 in Kapitel 2, §2 von [Pal] gibt es
eine eindeutige Zerlegung des R™ = E® @ E“, so dass E° und E" unter A
invariante Teilrdume des R™ sind, und fiir A®* = A|gs und A" = A|gu gilt

1A% <1, (A"~ < 1.

Damit lisst sich Cp(R™) zerlegen in Cp(R™) = CP(R™, E%) & Cp (R™, E),
d.h. u € CP(R™) besitzt eine eindeutige Darstellung u = u® 4+ u* mit u® €
CY(R™, E%) und u* € C)(R™, E*). Da E* auch unter A~! invariant ist, gilt
fiir alle u® € CP(R™, E®):
Lus = A7 u*(A+ 1) € CY(R™, E¥).
—_———
€ COR™,E7)
CY(R™, E¥) ist also invariant unter L und damit auch unter id + L. Ebenso
folgt die Invarianz von CP(R™, E*) unter L und unter id + L. Damit lisst
sich L schreiben als Lu = L*u® + L"u", wobei L® = L|C§(Rm’Es) und L* =
L|cogm puy- Analog lésst sich (id 4+ L) schreiben als (id + L)u = (id +
L)*w® + (id + L)"u", mit (id + L)* = (id + L)|cogm ps) und (id + L)* =
(id + L)|co@m uy-
Fiir alle u* € CP(R™, E) gilt:
L'(u") = —A7 ' (A+ 1) = —(A") " Hu (A + 1)
= L)) < AT e (A + o)l = [[(AD7H] a0
& LY < [[(A") 71| < 1.

Nach Lemma 1.5 (1) ist (id + L)* = id“ 4+ L* invertierbar mit

H 1d+L

< 00.

H_l—H Aw)=|

Die Inverse von L*(u®) = —(A%) " tu®(A+¢1) ist gegeben durch (L%)~1(v®) =
—ASv*(A+ 1)}, und es gilt

()7 < 114%) < 1.

Nach Lemma 1.5 (2) ist (id + L)® = id® 4+ L® invertierbar mit

s ML

- AE
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Damit gilt fiir alle u € Cp(R™):

-+ D7 = G+ D7) + (6 + Dy~
< [1(Gd + 2)7) [ Hlull + [[ (G + L)) | flul
& H(ld+L 1H<H(1d+L 1)SH+H(1d+L) )H<oo

Die Inverse von A ist gegeben durch A=!(u) = A~'u. Damit ist B invertier-
bar, und es gilt

1B < flGa+ L)~ H| A7 < oo,

B ist also ein Hom@omorphismus. Damit kénnen wir p : Cp (R™) — C2(R™)
definieren,
p(u) = B~ (o1 — p2(id + u)).
w ist fiir e < HB*1H71 eine Kontraktion, denn fiir alle u1,us € CP(R™) gilt:
lpp(ur) = paus)|| = [[B™H (p2(id + ug) — w2(id + 1)) |

< HB71H€HU2 — || < |lur — ugl.

Nach dem Banach’schen Fixpunktsatz hat p genau einen Fixpunkt. Sei u
dieser Fixpunkt, dann gilt:

u=p(u) = B~ (o1 — p2(id + u))
& Au —u(A+ ¢1) = Bu = p1 — pao(id + u).

id 4 u erfiillt also (id + u)(A + ¢1) = (A + ¢2)(id + u). Es bleibt zu zeigen,
dass id + u ein Hom&omorphismus ist.
Sei v € CP(R™) die eindeutige Lésung von

(id + ) (A + ¢2) = (A + ¢1)(id + v).
Es gilt

(id + uw)(id + v) (A + ¢2) = (id + u)(A + p1)(id + v)
= (A + @2)(id + u)(id + v).

AuBerdem gilt id(A + ¢2) = (A + p2)id. Mit w := v + u(id + v) € CY(R™)
lasst sich (id + w)(id 4 v) schreiben als

(id +w)(id + v) = id + v + u(id + v) = id + w.
Da die Losung von (id + w)(A + ¢2) = (A + ¢1)(id + w) eindeutig ist, folgt
(id 4+ u)(id + v) = id.

Analog kann man zeigen, dass (id + v)(id + u) = id gilt.
Da sowohl id + u als auch id + v = (id + u)~! stetig sind, ist id 4+ u ein
Homdéomorphismus. ]

11



Lemma 1.8. Seien V,W C R™ offen und 0 ein hyperbolischer Fixpunkt von
f € Diff"(V,W). Sei ferner e > 0. Dann gibt es eine Nullumgebung U und
ein Lipschitz-stetiges ¢ € CP(R™), so dass

f=Dfo+¢  aufl,
und die Lipschitz-Konstante von o kleiner oder gleich € ist.

Beweis. Definiere ¢ : R™ — R™, ¢p = f — D fy auf V und ¥ = 0 auerhalb
von V. Es gilt ¢(0) = 0 und D¢y = 0. Da D1}, stetig in z ist, kénnen wir &
so wihlen, dass fiir alle x € By := {z € R™|||z| < ¢} gilt:

£

2K

Wir wihlen § aulerdem so klein, dass Bs C V.

Sei K > 2 und a : R — R eine C*°-Funktion mit a(R) C [0, 1], a(t) =1
fiir t < 4, a(t) = 0 fiir t > 1 und |o/(t)| < K fiir alle ¢t € R. Definiere
p:R™ — R™

D || <

]
p(2) = a5 )v(a).
Dann gilt ¢ =0 auf R™ \ Bs und Dfy + ¢ =Dfy+ ¢ = f auf Bs =: U.
2
Es bleibt zu zeigen, dass ¢ Lipschitz-stetig ist. Fiir z1,29 € R™ \ By ist

llp(z1)—p(x2)|| = 0 < . Sei also ohne Einschrinkung x1 € Bs und z5 € R™.
Dann gilt mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

ot = elan)l = (5ot - (V2 o)
_ H <a(\|9;1!) B a(Hﬂ;aH)) o) + a(”?”)(@b(m) B M@))H

llzall 1 1
o
< el O/(t)dt .%'1/ D¢t$1dtH +1 (.%'1 — ZCQ)/ Dwz2+t(zl_x2)dt"
3 0 0
<Ml Il ) 2 4 o — ol 5 <l — .
Die Lipschitz-Konstante von ¢ ist also kleiner oder gleich ¢. O

Fortsetzung des Beweises von Satz 1.4. Sei € wie in Lemma 1.7 gewahlt, so
dass fiir alle ¢ € CY(R™) gilt: Falls die Lipschitz-Konstante von ¢ kleiner
oder gleich ¢ ist, dann sind Dfy und D fy + ¢ zueinander konjugiert.

Nach Lemma 1.8 gibt es eine Nullumbegung U und ein ¢ € CP(R™), so dass
f = Dfo+ ¢ auf U gilt, und die Lipschitz-Konstante von ¢ kleiner oder
gleich ¢ ist.

Dfo und D fy + ¢ sind also zueinander konjugiert. Und da f und Dfy + ¢
auf U identisch sind, sind damit Dfy und f = Dfy + ¢ lokal zueinander
konjugiert. O
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Kapitel 2

Der Satz von Hartman und
Grobman iiber Vektorfelder

Wir formulieren den Satz fiir C"-Vektorfelder auf einer offenen Teilmenge
des R™. Die Aussagen lassen sich jedoch auf die gleiche Weise wie in Kapitel
1 auf differenzierbare Untermannigfaltigkeiten des R” iibertragen.

Definition 2.1. Bezeichne X"(U) fiir eine offene Menge U C R™ und r > 1
den Raum aller C"-Vektorfelder, die von U nach R™ abbilden.

Definition 2.2. Sei X € X"(R™) und ¢ : R x R™ — R™ die Losung des
Anfangswertproblems

2 olt,2) = X(plt,2)) vt e R,z € R™,

0(0,2) =x Vo € R™.
Den Fluss des Vektorfeldes X bezeichnen wir fiir alle ¢ € R mit X; := o(t, -).

Wieder ist die entscheidende Voraussetzung fiir den Satz, dass die Singu-
laritat hyperbolisch ist. Die Definition der Hyperbolizitét fiir die Singularitéit
eines Vektorfeldes unterscheidet sich jedoch leicht von der fiir den Fixpunkt
eines Diffeomorphismus.

Definition 2.3. Ein lineares Vektorfeld L € Z(R™) heifit hyperbolisch,
wenn das Spektrum von L und die imaginére Achse iR disjunkt sind, d.h.
wenn L keinen Eigenwert mit Realteil 0 besitzt.

Sei U C R™ offen und p € U eine Singularitdt von X € X"(U), d. h. X(p) =
0. p heifit hyperbolisch, falls DX, ein hyperbolisches lineares Vektorfeld ist.

Nun definieren wir, was wir darunter verstehen wollen, dass die Orbits
von zwei Vektorfeldern die selbe Struktur haben. Dazu fithren wir den Be-
griff der topologischen Aquivalenz, sowie den etwas schirferen Begriff der
Konjugation ein.
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Definition 2.4. Sei U C R™ offen. Seien ferner X,Y € X"(U) und p,q € U.
X und Y heiflen lokal (topologisch) dquivalent in p und ¢, falls es Umge-
bungen V. C U von p und W C U von ¢ sowie einen HomGomorphismus
h:V — W mit h(p) = ¢ gibt, der Orbits von X auf Orbits von Y abbildet
und dabei ihre Orientierung erhélt.

Definition 2.5. Seien X,Y € X"(R™). X und Y heiflen zueinander (topo-
logisch) konjugiert, falls es einen Homdomorphismus A : R™ — R™ gibt, der
Orbits von X auf Orbits von Y abbildet und dabei den Parameter ¢ erhélt,
d.h. falls fiir alle p € R™ und t € R gilt:

h(X:(p)) = Yi(h(p)).

Zwei Vektorfelder, die zueinander konjugiert sind, sind also insbesondere
lokal topologisch dquivalent.
Bevor wir die Vektorfeld-Version des Satzes formulieren, begriinden wir
zunéchst, warum wir ohne Einschrinkung annehmen kénnen, dass sich die
Singularitdt des Vektorfeldes X im Ursprung befindet. Sei U C R™ und
p € U eine Singularitédt von X € X"(U). Dann ist V' := U — p eine offene
Nullumgebung und der Ursprung ist eine Singularitdt des C"-Vektorfeldes
Y:V - R" Y(x) = X(z+p). Da Y bis auf eine Verschiebung mit X
identisch ist, sind X und Y lokal topologisch &quivalent.

Satz 2.6 (von Hartman und Grobman iiber Vektorfelder). Sei V- C R™ eine
offene Nullumgebung, X € X(V) und 0 eine hyperbolische Singularitit von
X. Dann sind X und DXq lokal topologisch dquivalent in 0.

Lemma 2.7 (von Gronwall). Seien u,v € C([a,b],R), a > 0 und es gelte
u(t) > 0,v(t) >0 und
t
u(t) < « +/ u(s)v(s)ds Vit € [a, b]

Dann gilt

u(t) < aexp </:v(s)ds> Yt € [a,b].

Beweis. Sei zuniichst a > 0. Definiere w: [a, b] — R, w(t) = oH—f; u(s)v(s)ds.
Dann gilt w(a) = « und w(t) > « > 0 fir alle t € [a,b]. Weiter gilt
() = u(t)v(t) < w(t)v(t) fiir alle ¢ € [a, b]. Integrieren liefert

lnwg)—ln]w(tﬂ—ln]w(a)]—/ ()

o w(s)

< /tv(s)ds Vt € [a,b].

Damit gilt
u(t) < w(t) < aexp (/atv(s)ds> vt € [a,b].
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Sei nun o = 0. Dann gilt fiir alle a; > 0:

u(t) < ay exp ( / t v(s)ds> .

Daraus folgt, dass v = 0 auf [a,b]. Damit ist die Ungleichung fiir « = 0
erfiillt. ]

Lemma 2.8. Sei Y: R™ — R™ ein Lipschitz-stetiges C"-Vektorfeld mit
Lipschitz-Konstante K und Y (0) = 0. Dann ist der Fluss von Y auf ganz
R x R™ definiert und es gilt fir alle z,y € R™:

1Yy(z) = Yi()l| < X1 o — g

Beweis. Angenommen der Fluss wire nicht auf ganz R x R™ definiert. Dann
gibe es ein z € R und o.E. ein maximales Existenzintervall (a,b) der In-
tegralkurve von Y durch den Punkt x mit b < oco. Sei ¢: (a,b) — R™ die
Integralkurve durch den Punkt x:

o) =z + /0 Y (¢(s)) ds

Dann gilt fiir alle t > 0:

t t
@I < [zl +/0 1Y (0(s)ll ds < ||z +/0 K [lo(s)] ds
Mit dem Lemma von Gronwall erhalten wir
o)) < X jz|| < Xz falls ¢ > 0.

Sei (tn)nen eine Folge in (a,b) mit lim, o t, = b. Betrachte die Folge
(¢(tn))nen, deren Folgeglieder alle in der abgeschlossenen Kugel mit Mittel-
punkt 0 und Radius M = e/? ||| liegen. Aus

tn

o(tn) — @(tm) = Y(p(s)) ds

tm
folgt
lp(tn) — otm)ll < KM |t —tm].
Somit ist ¢(t,) eine Cauchy-Folge und konvergiert gegen einen Punkt y €
R™. Der Fluss von Y ist um y lokal definiert, so dass wir die Integralkurve

@ iiber b hinaus erweitern kénnen, im Widerspruch zur Annahme. Daher ist
der Fluss von Y auf ganz R x R™ definiert. Wegen

Yi(z) = Yi(y) =z —y + /Ot (Y(Ys(x)) - Y(Ys(y)))ds
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gilt fiir alle ¢ > 0:

t
1Yi(z) = V()| < [z -yl +/0 K ||Ys(x) = Ys(y)| ds.
Nach dem Lemma von Gronwall gilt dann fiir alle ¢t > 0:
IVi(z) = V()| < "z —y].

Fiir t < 0 erhalten wir den selben Ausdruck, indem wir das Vektorfeld —Y
betrachten. O

Sei V' C R™ im Folgenden stets eine offene Nullumgebung.

Lemma 2.9. Sei V C R™ eine offene Nullumgebung, und X € X"(V') mit
X(0) = 0. Sei ferner L := DXy und ¢ > 0. Dann gibt es ein Vektorfeld
Y € X"(R™) mit folgenden Eigenschaften:

(1) Der von Y induzierte Fluss ist auf R x R™ definiert.
(2) Y = L auferhalb einer Kugel B;.
(3) Es gibt eine offene Nullumgebung U C V', so dass X =Y auf U gilt.

(4) Sei o :=Yy — Ly. Dann gibt es ein M > 0, so dass ||¢¢|| < M fiir alle
t € [—2,2] und die Lipschitz-Konstante von ¢y ist kleiner oder gleich
e. Auferdem gilt D(p1)o = 0 und damit D(Y1)g = e* = L.

Beweis. i : V. — R™ definiert durch ¢y = X — L ist eine C"-Abbildung
mit 1(0) = 0 und Dty = 0. Wegen der Stetigkeit von D, kénnen wir ein
[ € (0,1) wéhlen, so dass B; C V und fiir alle x € B; gilt:

)
D
Dyl < 5
Sei a : R — R eine C*°-Funktion mit a(R) C [0,1], a(t) = 1 fur |¢| < %
und a(t) = 0 fiir [t > 1. Weil I := [L, 1] kompakt ist und o/(t) = 0 fiir alle
t e R\ I, gibt es ein K > %, so dass fiir alle £ € R gilt:

’o/(t)’ < K.
Definiere ¢ : R™ — R™, ¢(z) = o (||z]|) ¥ (x) fir x € V und ¢(x) = 0 sonst.
Es gilt ¢ € C", ¢ =9 auf By und ¢ =0 auf R\ B;. ¢ ist Lipschitz-stetig,
denn fiir 1,29 € R™ \ By ist [|@(x1) — @(x2)|| = 0, und fiir 1 € By und
xo € R™ gilt:
1(x1) = (2| = lallz1)(x1) — a(lz2l)) (22l
= [[(alllaall) = allz2])) v (@) + allz2]) (v (z1) — (@)
< la((ll]) = Oé(HH«“zH)\ [P(z)]l + lalllz2 D¢ (1) — ¢ (22)|l

)
< K|y - !l’zH\ |z1]| + 1o Hx1 — 29|

1) 15
< |lz1 — z2]] its Hx1 — 2ol <0 |lz1 — w2 .
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SeiY : R™ — R™ das durch Y = L+ definierte Vektorfeld. Y ist Lipschitz-
stetig und es gilt Y € C". Damit ist nach Lemma 2.8 der Fluss von Y auf
ganz R x R™ definiert (1).
AuBlerdem gilt Y = L aufierhalb von B; (2) und Y = X auf U := By, (3).
Y; ist fir t € [—2,2] auf B; beschriankt, denn nach Lemma 2.8 gilt fiir alle
x € By

1Yi(@) ] < Ml < €1,

wobei C' die Lipschitz-Konstante von Y ist. L; ist fiir ¢ € [—2,2] auf B
ebenfalls beschrinkt, denn nach Lemma 2.8 gilt fiir alle x € B;:

Damit ist ¢; fiir ¢ € [—2,2] beschrénkt, denn auflerhalb von B; ist Y = L

und auf By gilt [loq]| < [[Ya]| + || L]l
Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt fiir alle x € R™:

pi(r) = Yi(x) — Li(x)

=Yl / 9s ds‘/
::U—a:+/0 Y (Ya(a ))ds—/o L(Lo(x))ds

= [ ntenas+ [ eoawnas - [ K
= [ etranas+ [ Lieanas

Mit Lemma 2.8 gilt fiir alle z,y € R™, t € [-2,2]:

o) = el < [ I () - @l ds+ [ 2outo) st ds
< [[5eHe—alas+ [ 121 lesto) - el as
<256 o=yl + [ 1L1 loule) — a0}l ds.

Mit dem Lemma 2.7 von Gronwall folgt daraus fiir alle z,y € R™, ¢t € [-2,2]:

't
ler(@) — pr(w)]| < 266 & — y|| elo1H19e < 2522 || — g

Fiir § < %6*206*2””5 ist die Lipschitz-Konstante von ¢; also kleiner als ¢.
Es bleibt zu zeigen, dass D(p1)p = 0, d.h. dass es fiir alle p > 0 ein r > 0
gibt, so dass fiir alle z € R™ mit ||z|| < r gilt:

ler(@)]| < plla]-
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Da D@y = 0 kénnen wir ein r» > 0 wihlen, so dass ||@(z)]| < nlz| fir
|2]| <7 mit n < pe=Ce 11, Mit Lemma 2.8 gilt fiir ||z|| < r:

1 1
lor (@) < /O 16(Y(2))]] ds + /0 |L(gs(2))]|ds
1
< neC |l + /0 1L lls()] ds.
Mit dem Lemma 2.7 von Gronwall folgt daraus, dass

lor (@)l < ne€ |zl el ™1 < pllz].

Aus D@g = 0 folgt mit L;(x) = etz unmittelbar, dass

D(Yl)o = D(SDl)O + D(Ll)o = eL =1. ]
Behauptung 2.10. Seien \1,...,\, € C die Figenwerte von L € Z(R"™).
Dann besitzt e genau die Eigenwerte e, ..., e .

Ein Beweis der Behauptung ist zu finden in Proposition 2.7 in Kapitel
2, §2 von [Pal].

Beweis von Satz 2.6. Zunichst betrachten wir den Isomorphismus e’ mit

L := DXy. Da L hyperbolisch ist, liegen die Eigenwerte A1,..., A, von L in
C\ iR. Nach Behauptung 2.10 besitzt e/ genau die Eigenwerte e, ..., el
Diese liegen in exp(C \ iR) = C \ S*, d.h. el ist hyperbolisch.

Sei nun ¢ wie in Lemma 1.7 gew#hlt, so dass fiir alle p € CP(R™) gilt: Falls
die Lipschitz-Konstante von ¢ kleiner oder gleich ¢ ist, dann sind e’ und
el + ¢ zueinander konjugiert.

Sei weiter Y : R™ — R™ ein Vektorfeld wie in Lemma 2.9, so dass ¢ €
CY(R™) und die Lipschitz-Konstante von ¢ kleiner oder gleich e ist. Nach
Lemma 1.7 sind L1 = e und Y7 = Ly + 1 zueinander konjugiert, d.h. es
gibt einen Hombomorphismus A der Form h = id + u mit u € C'l? (R™), der
hY1 = Lih erfiillt.

Wir zeigen jetzt, dass Y und L zueinander konjugiert sind. Dazu definieren
wir H : R™ — R™,

1
H= / L_,hYdt,
0

und zeigen, dass fiir alle s € R gilt:
HY; = L,H.
Betrachten wir zunéchst s € [0, 1]. Es gilt

1 1
L HY;=1L_ (/ Lth}/tdt> Ys = / L—(t+s)hn+sdt
0 0

1—s 1
:/ L—(t+s)hYt+sdt+/ L_(t1s—1)(L-1hY1)Y; s 1dt.
0 1

—S
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Jetzt setzen wir im linken Integral v =t 4 s und im rechten v =t 4 s — 1:

1 s
L _ HY, = / L_,hY,dv +/ L_,hY,dv = H.
s 0

Fiir s € R betrachten wir eine Zerlegung s = n+r mit n € Z und r € [0, 1).
Aus L_1HY; = H folgt induktiv L_,, HY,,, = H fiir alle m € Z. Damit gilt
fiir alle s € R:

L_HY;=L_,L_,HY,Y,=L_,HY, =H.

AuBerdem ist H —id € CP(R™), denn es gilt fiir alle z € R™:
1
I(H —id)z| < / | (L=t (id + ) (L¢ + 1) — id) || dt
0
1
:/ (i + Lo (0 + u¥i) — id)ar| dt
0

1
< / 1Ll (lee(@)] + (Vi) dt
0
< elP (A1 4 JJu)).

Weil die Losung von (id + u)Y; = Ly(id + u) fiir u € CP(R™) eindeutig
ist, folgt daraus H = h. H ist also ein Hom6omorphismus, der Y und L
konjugiert. Insbesondere sind Y und L lokal topologisch &quivalent in 0.

Auf der Nullumgebung U aus Lemma 2.9 gilt X =Y, so dass idy Orbits von
X auf Orbits von Y abbildet und ihre Orientung erhélt. Also sind X und Y
lokal topologisch dquivalent in 0 und damit auch X und L = DXj. O
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Kapitel 3

Eine Anwendung in der
Stromungsmechanik

3.1 Die Stromung einer idealen Fliissigkeit

Wir untersuchen nun die Stromung einer idealen Fliissigkeit. Wir nehmen an,
dass der Druck und die Temperatur der Fliissigkeit konstant sind, dass weder
Reibung noch Oberflichenspannung auftritt und dass keine dufleren Kriifte
auf die Fliissigkeit wirken. Wir beschreiben die Stromung eines Fluids durch
ihr Stromungsfeld v : R x R? — R3, (¢, 2) — v(t, x), das die Geschwindigkeit
des Fluids in jedem Punkt z und zu jeder Zeit t festlegt.

Definition 3.1. Unter den obigen Voraussetzungen ist v € C*(R x R3,R?)
genau dann das Stromungsfeld einer Strémung, wenn ein Druckfeld p €
C'(RxR3,R) und eine Dichte p > 0 existieren, so dass die Euler-Gleichungen

ov 1
E—i—(v-V)v—l—;Vp—O,

sowie die Kontinuitdtsgleichung
V-v=0

erfiillt sind. Eine Stromung, deren Stromungsfeld die Kontinuitatsgleichung
erfiillt, nennt man inkompressibel.

Eine Herleitung der Euler-Gleichungen und der Kontinuititsgleichung
ist in Abschnitt 1.1. von [Mar| zu finden.

3.2 2-dimensionale stationire Stromungen in Polar-
koordinaten

Die spezielle Stromung, die wir untersuchen wollen ist eine 2-dimensionale
stationédre Strémung in Polarkoordinaten.
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Definition 3.2. Eine Stromung ist genau dann stationdr, wenn ihr Stro-
mungsfeld v keiner zeitlichen Anderung unterliegt, d.h. wenn gilt

ot
Wir zeigen zunéchst wie in Satz 5.2.1 in [Aul], wie wir eine in Polarkoor-
dinaten gegebene Stromung in kartesischen Koordinaten betrachten kénnen
und umgekehrt. Haben wir das Strémungsfeld (ug,u,) : R?\ {0} — R? einer
2-dimensionalen stationédren Stromung in kartesischen Koordinaten (x,y) ge-

geben, so definieren wir das zugehorige Stromungsfeld in Polarkoordinaten
(vr,vy) : (0,00) x R — R? durch

U (7, ) = Uz (1 cos @, rsin) cos @ + uy,(r cos @, rsin @) sin @,

Ve (1, ) = —ug(r cos ¢, 7 sin @) sin ¢ + uy (r cos ¢, sin @) cos .

Sei nun (r,¢) : I € R — R? eine Losung des autonomen Systems

F=ulne), $=u(re), (31)
mit der Anfangsbedingung
r(0) =70, #(0) = o
Dann ist (x,y) : I — R? mit

(t) = r(t) cosp(t),
y(t) = r(t) sinp(t),

eine Losung des autonomen Systems
und geniigt der Anfangsbedingung

z(0) = ro cos vy =: xo,
y(0) = rosin po =: yo,
denn es gilt
& =7 cosp — @rsing = v.(r, ) cosp — vy,(r, @) sin g
= uy (2, y) cos® ¢ + uy(z,y) sin p cos ¢
+ug (@, y) sin® o — uy (@, y) cos psinp
= Ux(x)y)v
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sowie

Y = 7sinp + prcos @ = vp(r, ) sin g + v,(r, @) cos ¢
= ug (2, y) cos psin g + uy (2, y) sin @
— ug(z,y) sinp cos ¢ + uy(x,y) cos?

= uy(z,y).
Besitzt (3.1) also fiir alle Anfangswerte (rg, ¢g) € (0,00) x R eine Losung,
so besitzt (3.2), weil sich jeder Punkt (zg,y0) € R?\ {0} in Polarkoordina-
ten darstellen lisst, fiir alle Anfangswerte (zo,yo) € R?\ {0} ebenfalls eine
Losung.

Dariiber hinaus ist (z,y,2) : I — R3 mit 2(t) = 2o eine Losung des autono-
men Systems

die die Anfangsbedingung

l’(O) = 20, y(O) = Yo, Z(O) = 20
erfiillt. Insbesondere gilt

Ovy  Ovy,  Ov, Ov, Ov,

9z 08z Ox Oy 0z

Auf diese Weise kénnen wir eine 2-dimensionale Stromung auch in 3 Dimen-
sionen betrachten.

3.3 Eine spezielle Stromung

Betrachten wir das in Polarkoordinaten (r,¢) € (0,00) x R definierte Stro-
mungsfeld v = (v,,v,) mit

1
o= (1~ L)oo

1\ . 4
V(1) = — 1—1—72 smcp—l—;.

Wir stellen fest, dass v.(r, ) = v, (1, p+27mm) und vy, (7, @) = v, (r, @+27Mm)
fiir alle m € Z. D.h. v, und v, sind 27-periodisch in ¢, so dass das zugehdorige
Stromungsfeld in kartesischen Koordinaten o = (v, vy, v.) wohldefiniert ist.
Zunichst zeigen wir, dass v tatséchlich eine Stromung beschreibt, d.h. dass ©
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eine Losung der Euler-Gleichungen und der Kontinuitétsgleichung ist. Dazu
setzen wir )
p=1 und p:—i(ﬁ'f)).

Nach Gleichung 6 auf S. 100 von [Bou] gilt
V(@ -0)=(0-V)o+0x(V x0).
Da v stationér ist, folgt daraus

00

s L
E+(v~V)v+;Vp—(v-V)v 2V(v 0) = -0 x (V x 0),

und die Euler-Gleichungen vereinfachen sich zu
o x (Vx0)=0.

Betrachte die Koordinatentransformation k : (0, 00) x (0,27) — R2\ [0, 00),

o) = (502) = (5.

Es gilt
(r,p) 9E(r, ) cosp —rsin
Dk(r9) = | by, oy o _ < @ 4,0)’
or \Ts (10) 330(7‘7 SO) Sin @ T COS
und damit
or or
%(‘T’y) a*y(%y) 1 -1
=D(k z,y) = (Dk(r,
(gf(%y) % (z,y) (57) (@) = (Dk(r, )

0 .

_ L5 —g2(re)\ _ ( cosp  sing ) ' (3.3)
P\=%e) B ) T \Slsine feose

Da wir k fiir alle & € R auf (0, 00) X («, 2m 4 ) betrachten kénnen, gilt (3.3)

fiir alle ¢ € R.

Die partiellen Ableitungen von v, und v, sind gegeben durch

vy 2 vy B 1 1\ .
E(ﬁ(ﬂ)—fgcos% %(Ta@)—— T2 s @,
v, 2 . 4 v, 1
W(TaW):fgSln@—ﬁ» 890(7“’90):—(14'r2> COS .
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Daraus folgt
vy (o Oogok), - Or dv,ok), O
gz TV = =g () g () + = () ()
0
= E (UT (T7 90) sinp + Vyp (7", 90) cos (p) cos ¢

9 1
+ — (vr(h <P) sin ¢ + v@(r, cp) CcoS (p) <_r sin (p)

dp
Ovy . 0 v )
= <81;(1", p)sinp + %(n ) cos w) cos p + <az;(7“, ) sinp
O0v,, . 1.
+ vr(r,go)cosgo—kw(r,gp) cos @ — v, (T, ) sin ——singp
r
- 0
= (2;(7: p) cos p — %(73 @) sin w) sin p + aavf(?“, )
ov, 0
+ <81:0(7“, @) cos p —vp(r, p) sinp — GL;(T, ) sinp
1 1 0w, 1
— vp(r, @) cos s0> S cosp— Taa:; (r, ) + ~ vy (1, ¢)
0 ) .
= o (vr (r, ) cos p — vy, (1, @) sin <p) sin ¢
0 1
+ % (vr(r, ©) cos p — v, (T, ) sin gp) . Cos ¢
v, 1 Owv, 1
+ (87“(7" p) — ;%(7’, ©) + ;%(7’7 @))
_ O(vgok) or O(vg 0 k) Oy
=—Qp, (%) a9 (z,y) + R (7 w)afy(x, Y)

2 . 4 1 1 . 1 1 . 4
+T—3$1nap—r—2+ T3 sin ¢ — ;+73 smgo-é—rfz
Ovg

= a—y(az,y).
Damit sind die Euler-Gleichungen erfiillt:
v, vy
Jy Oz
Ix (Vxd)=ox | Q%= —-5x0=0
Ovy _ Ova
ox oy
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Nun zeigen wir, dass v eine inkompressible Stromung beschreibt:

vy 8(vxok)g+8(vxok)8£
dr  Or Ox Jdp Oz

(vr COS ( — U, Sin cp) COS

8 . 1 .
(vr COS Y — Uy, Sin go) —sing

" cosp — %smgp> cos
or

v, >< 1. >
—cosgo Uy SIN — —=Sin Y — v, COS Y ——siny
0y r
+8U¢ ( )+8vr
sin ——— COS —sin
6 ¥ ¥ ¥ 9
o 1
—51n<,0+vrcoscp+—coscp—vcpsmgp —;cosgp
10w
+lp 4 1%
r r 0p

0 . .
= E(UT sin ¢ 4 vy, cos ) (— sin )
+ — 0 ( + v, COS ) 1 Co
vy Sin v — = cos
8@ r ® © ¥ . 2

2 1 1 1 1
+—300s<p+ el cos p — ;4—73 cos

_O(vyok)or O(vyok)dp vy

or Oy do Oy Oy

Damit ist auch die Kontinuitatsgleichung erfiillt:

. Ovy  Ov,  Ov,
V.U_8x+87y+82_0

3.4 Berechnung eines Stromlinienbildes

Nun wollen wir die Strémung n&her untersuchen. Betrachten wir das auto-
nome System

T= UT(Ta 90) = f(T’, (10)7
b= 0,0 ) = g, ). (3.4)

Zunichst zeigen wir wie im Beweis von Satz 2.4.6 in [Aul], dass v, und
v, lokal Lipschitz-stetig sind. Die partiellen Ableitungen von f und g sind
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gegeben durch

ar P T 3O Oy 0)= 72 4
99 R I T __(r 1
> (r,p) (7’2 + 7'4> sing — 3, Bcp(r’ ®) (7" + 7"3) COS Q.

Insbesondere sind sie stetig auf (0,00) x R. Damit sind [|[Df|| und ||Dg]|
auf jeder kompakten Teilmenge K C (0,00) x R beschrinkt. Zu jedem
Punkt pp € (0,00) x R gibt es eine kompakte konvexe Umgebung K =
{p € (0,00) x R! lp — po|| < &}, auf der nach dem Schranksatz gilt:

1f() = f@I < DSl - 1lp —all,
l9(p) — g(@)|l < [[Dgll - llp — ql| -

Damit sind f und g lokal Lipschitz-stetig, und nach dem globalen Existenz-
und Eindeutigkeitssatz besitzt (3.4) zu jedem Anfangswert (¢, ¢o) € (0, 00) x
R genau eine Losung auf einem maximalen Existenzintervall Iiax (70, ¢0).

Definition 3.3. Ein ebenes autonomes System

b= f(x,y), v=g(xy)

mit einer auf einer offenen Menge D C R? lokal Lipschitz-stetigen rechten
Seite heifit hamiltonsches System, wenn es eine C'-Funktion H : D — R
gibt mit der Eigenschaft

OH OH ..
%(x,y) = —g(z,y) und 8—y(x,y) = f(z,y) fiir alle (x,y) € D.

H heifit Hamilton-Funktion des Systems.

Unter geeigneten Differenzierbarkeitsvoraussetzungen gilt fiir ein hamil-

tonsches System
of _ O*H  0°H dg

oxr  dxdy  Oydxr Oy

(3.4) ist zunéchst kein hamiltonsches System, denn

of .
5(270) -

1
4

Das mit dem integrierenden Faktor m : (0,00) x R — (0,00), m(r,p) = r
multiplizierte System

T = m(r, (,O)f(T', 90) = mj?“(h 90)7
$ =m(r,p)g(r, ) = vu(r, ) (3.5)
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ist jedoch hamiltonsch. Die Funktion H : (0,00) x R — R,

1
H(r,p) = <7° — > sing —4Inr
r

besitzt die gewiinschten Eigenschaften

oOH 1 . 4
S ) = (1 + ) sing =~ = —u,(r, ),
OH 1

%(T‘, SO) — (7‘ — 'r> COs = TUT(Ta 30)7

und ist damit eine Hamilton-Funktion von (3.5).
Wir zeigen nun wie im Beweis von Satz 5.1.4 in [Aul], dass H entlang der
Losungskurven des urspriinglichen Systems (3.4) konstant ist. Sei (r, ) :
Inax — (0,00) X R die Losungkurve zum Anfangswert (rg, pg) € (0,00) x R
und Iax = Imax(70, o) das Existenzintervall der Losung.
Dann ist H(r(t), p(t)) = H(ro, o) fir alle t € Iyax, denn auf Iax gilt

S (r(0,9(0)) = S (0 e(0)F(0) + 51 (1), (000

= (=m0, 00)g(r(1). 2(0) ) 1 (r(0), 9 (1))
+ (m(r (@), ) F (1), (1) )9 (r(1), (1)) = 0.

Damit ist insbesondere die gesamte Losungskurve (7, ¢) in der Niveaumen-
ge H Y (H(rg, o)) enthalten. Da dies fiir alle (rg,p0) € (0,00) x R gilt,
und (3.4) wie wir gesehen haben fiir alle (rg, o) € (0,00) x R eine Losung
besitzt, sind die Niveaumengen von H Vereinigungen von Losungskurven
von (3.4). Auf diese Weise erhalten wir durch die Niveaumengen von H ein
Phasenportrait von (3.4) und damit ein Stromlinienbild der Strémung.

3.5 Analyse der Stromlinien nahe der Gleichge-
wichte

Nun untersuchen wir die Stréomung auf Stagnationspunkte, d.h. wir bestim-
men die Singularititen des Vektorfelds X : (0,00) x R — R2?, X := (f,g).
Wir werden zeigen, dass diese hyperbolisch sind, so dass das Vektorfeld X
nach dem Satz von Hartman und Grobman in der Ndhe seiner Singularitéten
lokal topologisch dquivalent zu seiner Linearisierung ist. Das bedeutet, dass
die Orbits von X in einer Umgebung einer Singularitét, und damit auch die
Stromlinien, die selbe Struktur haben wie die Orbits der Linearisierung von
X. Da f und g 27m-periodisch in ¢ sind, geniigt es (r,¢) € (0,00) x [0, 27)
zu betrachten. Hier gilt

1 T 37
f(r’w):<1_ﬂ>cowzo © soe{z,z} oder 7 =1,
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Abbildung 3.1: Niveaumengen der Hamilton-Funktion H
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Abbildung 3.2: Niveaumengen von H (kleinerer Ausschnitt)
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sowie

1 1 4 )
9(T7¢)2—<r+73>81ns0+72=0 & —(r2+1)smg0+4r:0
o 4r .
= sin
r2 41 7

Fiir r =1 und ¢ € R ist g(r, p) # 0, denn

4r

Fiir ¢ = 37” und 7 > 0 ist ebenfalls g(r, ¢) # 0, denn

4r .
m>0>—1—81n@.
Fiir ¢ = § und r > 0 gilt:
4r .
gr,p)=0 < m:smapzl
s P2_dr4+1=0
& (r—27=3

& re {2 — \/g, 2+ \/§}
X = (f, g) besitzt also die Singularititen
™ T
(T17901) = <2—\/§,§) und (TQ,(,OQ) = <2+\/§7 5) .

Um herauszufinden, ob die Singularitdten hyperbolisch sind, betrachten wir
die Linearisierung von X fiir ¢ = ¢1 = 2 = 5§ und r > 0,

1

0 — -1

Ty r2 _. 0 af(r)

PXra) =11 3 8 " '(b(r) 0 )
o

und bestimmen ihre Eigenwerte. Fiir A € C gilt

det (DX (r, ) — AI) = det (b_(?) “_@) = )2 — a(r)b(r).

DX (r, ) besitzt also die Eigenwerte
A(r) = —y/a(r)b(r) und Xo(r) := v/a(r)b(r) = =\ (r).

Nun berechnen wir die Eigenwerte fiir = ry, d. h. wir betrachten die
Singularitéit (r1,¢1). Es gilt r; + ro = 4 und

rora=(2-V3)(2+V3) =4-3=1.
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Damit berechnen wir

1
a(ry) = ol 1= r% —rire = 1ro(re — 1),
1
b(r)—i+i—§— S +3r5 — 85 =r3(1+1r2(3r2 — 8))
V=127 4 T3—7“2 T2 Ty =13 72(90T2
1 1 1

= 73 (a4 ra(Br2 = 20 + 1) ) = (ralr — )
1

= T—Qa(rl).
1

DX (r1, 1) besitzt die Eigenwerte

Na(r1) = V() = --alr) = r3(r = 1)

= (7+4V3)2V3 =24+ 14V3 > 0,
A(r1) = —Aa(ry) = =24 — 14v3 < 0.

Die Singularitét (r1,¢1) ist also hyperbolisch und DX (r1, 1) besitzt einen
stabilen sowie einen instabilen invarianten Unterraum der Dimension 1. Nach
dem Satz von Hartman und Grobman haben die Orbits von X in der Um-
gebung von (71, ¢1) die gleiche Struktur.

Die Eigenwerte von DX (rg,¢2) berechnen wir analog, indem wir in der
Rechnung ;1 und 72 vertauschen. So erhalten wir

a(re) =ri(ry —ra), bre) = pa(rg).
2

DX (rq, p2) besitzt die Eigenwerte

Na(r2) = Valrab(ra) = --alra) = ri(rn — 2
= (7T—4v3)(—2V3) =24 — 14V3,
)\1(7‘2) = —)\2(7“2) = —24+ 14\/5.

Es gilt Aa(re) = r¥(r1 — r2) < 0 und damit A\ (r2) = —A2(r2) > 0.

Die Singularitéit (re, ¢2) ist also ebenfalls hyperbolisch und DX (r2, p2) be-
sitzt einen stabilen sowie einen instabilen invarianten Unterraum der Di-
mension 1. Auch hier haben die Orbits von X nach dem Satz von Hartman
und Grobman in einer Umgebung von (72, ¢2) die gleiche Struktur.

Nun betrachten wir das Anfangswertproblem

p=DX(r,¢)p, p(0)=po,

mit po = (ro,0) € R2. Es besitzt nach Satz 6.3.3 in [Aul] die Losung
p: R — R?,
p(t) = PX PNy,
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Um p explizit zu berechnen, bestimmen wir den Eigenraum von DX (71, 1)
zum Eigenwert Aq(r1),

ey net = (F )

=t (Vi Vo) = {(@ﬂ
.

{5}

1
1
sowie den Eigenraum zum Eigenwert Ao (71),

ker (DX (r, T) — Ag(r)1) :ker< Valrb(r) — a(r) )

b(r1) —va(r1)b(r1)

(YD V) [ ()} { (7))

Analog erhalten wir die Eigenrdume von DX (rg, p2) zu den Eigenwerten
)\1 (7"2) bzw. )\2(7"2),

()} (3]}

Nun kénnen wir DX (r1, ¢1) schreiben als

DX(TL()OI) = SDS?l?

b= (/\18"1) /\2?7‘1)> und 5= Cll 7"11> '

Nach Satz 6.3.6 (b) in [Aul] ist €505 't = §ePtg—1,
Damit lédsst sich die Losung p des Anfangswertproblems

p=DX(r1,01)p, p(0)=po (3.6)
mit pg = (ro ¢o0) € R? explizit darstellen,

DX T‘l,Lpl) o = SeDtS Do

=e
1 e~ 2(r)t 0 I (1 —r
er2(r)t 27“1 1 po
7“16)\2 LA -1
—)\2 )\2 Tl)t 27741 Po

—_

mit

% er2(r)t | o—Aa(r1)t Tl% (6)\2(T1)t —)\z(rl)t) 70
TL )\2 Tl —)\2 ’r‘l)t) % (6)\ ( ) + e*AZ(T‘l) ) > (SOO)
cosh )\2 (r1)t TO + 71 sinh ()‘2( 1)t )900>

—smh (A2(r1)t)ro + cosh (Xa(r1)t) o
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Abbildung 3.4: Orbits von v (diinne Linien) und Orbits seiner Linearisierung
(dicke Linien) in der Nihe von (r1,¢1) im Vergleich
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Analog berechnet sich die Losung ¢ des Anfangswertproblems
q = DX(T% 802)(]7 Q(O) = (TOa SOO)7 (37)

(1) <cosh (A2(r2)t)ro + o sinh (AQ(rg)t)<p0> ‘

q % sinh (/\2 (rg)t) ro + cosh ()\2 (rg)t) ©0

-2 -1 0 1 2

Abbildung 3.5: Losungen von (3.7) zu verschiedenen Anfangswerten
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Abbildung 3 .6: Orbits von v (diinne Linien) und Orbits seiner Linearisierung
(dicke Linien) in der N&he von (72, ¢2) im Vergleich
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